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Abstract
In this paper, sequel to Le Roux (Etude topologique de l 'espace des homeH omorphismes de Brouwer, I), we
persue the study of the space B of the "xed point free orientation preserving homeomorphisms of the plane,
and of the subspace B consisting of the homeomorphisms that are conjugate to an a$ne translation. We
"rst give another derivation of the weak homotopy type of the pair (B,B); and then show that the space
B is an absolute neighbourhood retract (ANR), homeomorphic to the product of the circle and the separable
Hilbert space.  2001 Elsevier Science Ltd. All rights reserved.
Re2 sume2
Dans cet article, qui fait suite a` (Etude topologique de l 'espace des homeH omorphismes de Brouwer, I),
nous continuons l 'eH tude de l 'espace B des homeH omorphismes du plan sans point "xe et preH servant
l 'orientation, et du sous-espace B formeH de ceux qui sont conjugueH s a` une translation a$ne. Dans une
premie`re partie, on donne une autre meH thode pour deH terminer le type d 'homotopie faible de la paire (B,B);
puis on montre que B est un reH tract absolu de voisinage (ANR), homeH omorphe au produit du cercle par
l 'espace de Hilbert seH parable, l

.  2001 Elsevier Science Ltd. All rights reserved.
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Introduction
On appelle home&omorphisme de Brouwer un homeH omorphisme du plan, sans point "xe, preH ser-
vant l 'orientation. Dans [28] on eH tudiait le type d 'homotopie de l 'espace B des homeH omor-
phismes de Brouwer, obtenant principalement le reH sultat suivant:
TheH ore`me I.6.2. L+espace B se re& tracte par de& formation sur l+ensemble T des translations aznes (de
vecteur non nul). De plus, la de& formation pre& serve l'espace B des conjugue& s a% la translation
 : (x, y) C (x#1, y).
Cet article poursuit l 'eH tude de la topologie de l 'espace B et du sous-espace B . Dans une
premie`re partie, nous redonnons une preuve du type d 'homotopie faible de la paire (B,B ), tre`s
di!eH rente de celle du premier article, en suivant un scheHma classique: les reH sultats de Bonino dans
[2] (densiteH de B dans B et contractibiliteH locale de la paire (B,B )) permettent tout d 'abord
d 'appliquer le theH ore`me d 'Eilenberg}Wilder pour montrer que l 'inclusion BLB induit une
eH quivalence homotopique faible. On eH tudie ensuite l 'espace B en remarquant que c'est l 'orbite
d 'une translation pour l 'action sur B, par conjugaison, du groupe Homeo() des homeH omor-
phismes du plan preH servant l 'orientation. Il s'agit ici d 'une action d 'un groupe non compact (et
me(me non localement compact), et le point crucial consiste a` montrer que B est muni de la
topologie d 'orbite de l 'action (TheH ore`me 2.1), ce qui serait automatique dans le cas compact (voir
[34]). Ceci entram(ne que si deux homeH omorphismes conjugueH s a` une translation sont proches, leurs
stabilisateurs sont homeH omorphes via un homeH omorphisme proche de l 'identiteH ; on peut alors
appliquer un theH ore`me de seH lection de Michael pour prouver que l 'application de conjugaison est
une "bration de Serre. La deH termination des groupes d 'homotopie de B s'ensuit.
Cette eH tude de l 'action de conjugaison a plusieurs conseH quences (Section 5). Elle permet d 'abord
de renforcer le reH sultat du premier article en obtenant une deH formation forte de B sur l 'espace ¹,
c'est-a`-dire telle que les eH leHments de ¹ restent immobiles durant la deH formation. On
en deH duit ensuite une proprieH teH de densiteH forte des classes de conjugaison: pour tous eH leHments
h et h de B, h est limite d 'un chemin ouvert d 'homeH omorphismes tous conjugueH s a` h.
On peut eH galement montrer une proprieH teH de semi-continuiteH des domaines de translation, qui
entram(ne que B est un G (intersection deH nombrable d 'ouverts) dans B; ceci permet de remarquer
que B est la seule classe de conjugaison qui est munie de sa topologie d 'orbite de l 'action de
conjugaison.
Dans la deuxie`me partie, nous abordons la question de la topologie locale. La theH orie des
varieH teH s de dimension in"nie [37,13,24] a montreH que le proble`me principal consiste a` deH terminer si
les espaces sont des reH tractes absolus de voisinages (ANRs). La manie`re la plus naturelle de montrer
que B est un ANR serait de prouver que l 'application de conjugaison admet une section;
malheureusement cette question reste ouverte. NeH anmoins, nous montrons que B est un ANR
a` l 'aide d 'un theH ore`me de Hanner; la veH ri"cation des hypothe`ses de ce theH ore`me utilise les proceH deH s
de seH lection deH veloppeH s dans le premier article, le reH sultat central de ce me(me article (construction
d 'arcs de translation deH pendant continu( ment d 'un parame`tre), ainsi que l 'eH tape cleH de la premie`re
partie (TheH ore`me 2.1). MalgreH ce reH sultat, la topologie locale de B n'est pas encore connue; il n'est
me(me pas clair que B soit un espace homoge`ne.
Les numeH ros commenc7 ant par I. font reH feH rence aux reH sultats du premier article.
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Premie`re partie: eH tude de l'application de conjugaison
1. Motivation: B et B ont me(mes groupes d'homotopie
1.1. Le theH ore`me d+Eilenberg et Wilder
On note  la sphe`re de dimension m, et B la boule de dimension m#1 dont elle est le bord.
Soit n un entier; suivant Michael [33], on introduit la notation suivante: si ELF, on eH crit E

F
si pour tout m)n, toute application continue g :PE s'eH tend en une application f :BPF.
Un espace topologique X est dit C si ses groupes d 'homotopie 

(X) sont nuls pour m)n,
c'est-a`-dire si X

X. L'espace X est dit ¸C si pour tout x3X et < voisinage de x, il existe
= voisinage de x tel que=

<. Remarquons qu'un espace contractile est C, et qu'un espace
localement contractile est ¸C (pour tout n). Un sous-espace A de X est dit ¸C relativement a% X si
pour tout x3X et < voisinage de x, il existe = voisinage de x tel que =A

<A; A est
localement contractile relativement a% X si pour tout x3X et < voisinage de x, il existe= voisinage
de x tel que=A se deH forme sur un point dans<A (i.e. l 'inclusion=A6<A est homotope
a` une application constante). Si A est localement contractile relativement a`X, il est clairement ¸C
relativement a` X pour tout n.
L'outil principal du `calcula est le theH ore`me suivant:
TheH ore`me 1.1 (Eilenberg et Wilder [11]). Soit X un espace me& trique se&parable, A un sous-ensemble
dense dans X et n un entier positif. Si A est ¸C relativement a% X, alors l 'inclusion ALX induit un
isomorphisme pour tous les groupes d +homotopie d +ordre infe& rieur ou e&gal a% n.
1.2. ProprieH teH s de l+inclusion BLB
Dans sa the`se, Marc Bonino a obtenu les reH sultats suivants:
TheH ore`me 1.2 (Bonino). L+espace B des conjugue& s a% translation est dense dans B; de plus, il est
localement contractile relativement a% B.
La premie`re moitieH du theH ore`me constitue le Corollaire III.2.2 de [2]; la preuve utilise la qmise en
position canoniquer d 'un homeH omorphisme de Brouwer sur un grand cercle, variante de la theH orie
de Slaminka (voir par exemple [35], preH ciseH dans [2]) et une variante de l 'isotopie d 'Alexander.
Ces me(mes ingreH dients, auxquels il faut ajouter les deH formations de plongements d 'Edwards et
Kirby [9] ou, de manie`re eH quivalente, le theH ore`me de Schoen#ies canonique, permettent de prouver
la seconde a$rmation du TheH ore`me 1.2. Celle-ci n'est pas eH nonceH e de cette manie`re dans [2]; elle
s'obtient en faisant simplement la remarque suivante: le TheH ore`me III.1.1.1 a$rme que l 'espace
B est localement contractile; au cours de la deH formation construite pour sa preuve, l 'espace des
homeH omorphismes conjugueH s a` la translation est preH serveH (ceci est immeH diat a` l 'aide du Lemme
II.1.7 de [2]: tout homeH omorphisme de Brouwer qui comKncide a` l 'in"ni avec un conjugueH a` la
translation est lui-me(me conjugueH a` la translation). On peut donc appliquer le theH ore`me
d 'Eilenberg}Wilder:
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Un disque critique est un disque topologique du plan qui rencontre son image sous h selon un ensemble non vide mais
d 'inteH rieur vide; voir [28, partie 2.1].
Un arc de translation est un plongement  de [0,1] dans le plan veH ri"ant h()"(1); la trajectoire engendreH e par
 est alors l 'application (injective) Traj de  dans le plan qui eH tend  et veH ri"e Traj (x#1)"h(Traj (x)).
Corollaire 1.3. Les espaces B et B ont meL mes groupes d +homotopie.
La suite de la preuve consiste a` trouver les groupes d 'homotopie de B , ce que nous allons faire
en eH tudiant l 'application de conjugaison.
2. L'application de conjugaison est ouverte
Nous commenc7 ons par prouver la proprieH teH suivante:
TheH ore`me 2.1. L+application de conjugaison Conj:
Homeo()PB
gC g    g
est ouverte.
Remarquons que ceci revient a` dire que la topologie surB comKncide avec la topologie d 'orbite de
l 'action de Homeo() sur B, c'est-a`-dire que B est homeH omorphe a` l 'espace quotient de
Homeo() par le stabilisateur de la translation  (qui est l 'ensemble des homeH omorphismes qui
commutent avec ).
2.1. Des rectangles fondamentaux et des bandes fondamentales
Introduisons tout d 'abord quelques deH "nitions:
Rectangles fondamentaux. Rappelons que l 'ensemble rempli d 'une courbe de Jordan J est le
disque fermeH Rempli(J) dont elle est la frontie`re.
Soit h un homeH omorphisme de Brouwer. On dira qu'une courbe de Jordan J est un rectangle
fondamental de h si Rempli(J)h(Rempli(J)) est un arc non trivial , appeleH coL te& de recollement du
rectangle. Les rectangles fondamentaux sont des cas particuliers de disques critiques; et la
Proposition I.4.2 montre qu'un rectangle fondamental J peut s'eH crire comme la reH union de quatre
arcs , h(),  et 	 ou`  est libre (i.e. h()") et  et 	 sont deux arcs de translations engendrant
deux trajectoires disjointes.
Si J

"





(

)
	

est un rectangle fondamental qde reH feH rencer pour la translation , le
theH ore`me de Schoen#ies entram(ne que la donneH e d 'un rectangle fondamental J pour un homeH omor-
phisme de Brouwer h est eH quivalente a` la donneH e d 'un plongement g du disque Rempli(J

) dans le
plan, d 'image Rempli(J), et veH ri"ant g  
"h  g ; on prendra donc indi!eH remment dans la suite
le point de vue qcourbe de Jordanr ou le point de vue qplongementr.
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Bandes fondamentales. Une droite de Brouwer  pour h est l 'image d 'un plongement propre  de
 dans le plan (qproprer revient a` dire que  est un ensemble fermeH du plan), telle que  seH pare son
image par h de sa preH image par h (c'est-a`-dire que h() et h() sont dans deux composantes
connexes distinctes du compleHmentaire de : voir [15]). Si  est une droite de Brouwer pour h, la
bande fermeH e B entre  et h() est dite bande fondamentale de h; elle est maximale si elle rencontre
l 'orbite sous h de tout point du plan (autrement dit si

h(B)"). Comme pour les rectangles
fondamentaux, la donneH e d 'une bande fondamentale est eH quivalente a` la donneH e d 'un plongement
g de la bande B

"[0,1] (qui est fondamentale pour ) veH ri"ant g  

"h  g

.
Un rectangle ou une bande fondamentale permettent de construire un plongement du plan dans
lui-me(me qui conjugue une restriction de h a` la translation. Une bande fondamentale maximale
donne naissance a` un homeH omorphisme qui conjugue h et .
Lien entre rectangles et bandes. Le lemme suivant exprime l 'ideH e qu'on ne peut pas di!eH rencier
deux trajectoires de la translation:
Lemme 2.2. Soient p un entier positif et 

,2, des trajectoires deux a% deux disjointes de . Il existe
alors g3Homeo() et une permutation  des p premiers entiers tels que:
(1) g()"i pour i"1,2, p;
(2) g    g".
DeHmonstration (ScheHma). L'espace quotient du plan par l 'action de  est homeH omorphe
a` l 'anneau , et la projection d 'une trajectoire est homeH omorphe a` un cercle essentiel
(c'est-a`-dire homotope a` 0). La permutation  est deH "nie par l 'ordre dans lequel on
rencontre tous ces cercles en parcourant un meH ridien de l 'anneau.
Le theH ore`me de Schoen#ies a` support compact (voir par exemple [27, TheH ore`me A.4.1]) permet
ensuite de trouver un homeH omorphisme g de l 'anneau homotope a` l 'identiteH et qui envoie pour
chaque i le cercle image de la trajectoire  sur le cercle i; g se rele`ve en un homeH omor-
phisme du plan g qui commute avec  et qui envoie chaque trajectoire  sur i. 
On en deH duit:
Corollaire 2.3. Si h est un home&omorphisme du plan conjugue& a% la translation, tout rectangle
fondamental pour h s+e& tend en une bande fondamentale maximale.
DeHmonstration. Il su$t bien su( r de deHmontrer que tout R rectangle fondamental pour  est inclus
dans une bande fondamentale maximale. Posons R"
()

	 et appelons 

et 

les
trajectoires engendreH es respectivement par les arcs de translations  et 	. Le Lemme 2.2 permet
alors de se ramener au cas ou` 

"1 et 

"2, et on conclut facilement. 
2.2. Le lemme fondamental
Soit n un entier strictement positif; on conside`re les courbes suivantes:
 

"0[!n, n];
 

"[0,1]n;
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 	

"[0,1]!n;
 J

"





(

)
	

.
La courbe de Jordan J

est alors un rectangle fondamental de , dont 

est le co( teH de
recollement. On note Plong(Rempli(J

),) l 'espace des plongements de Rempli(J

) dans le plan.
Le lemme suivant a$rme que tout homeH omorphisme proche de  posse`de un rectangle fondamen-
tal proche (au sens des plongements) de J

dont le co( teH de recollement est encore 

:
Lemme 2.4. Soit; un voisinage de l+inclusion Rempli(J

)L dans Plong(Rempli(J

),). Il existe
alors un voisinage V de  dansB ve& rixant la proprie& te& suivante: pour tout h3<, il existe g3; tel que:
(1) g
"Id;
(2) g  
"h;
(3) g(J

) est un rectangle fondamental pour h de coL te& de recollement 

.
DeHmonstration. Rappelons tout d 'abord que si J est une courbe de Jordan, le theH ore`me de
Schoen#ies a` parame`tres (TheH ore`me I.A.3) permet de prolonger un plongement de J dans le plan
(preH servant l 'orientation), proche de l 'inclusion J6, en un plongement du disque Rempli(J)
dans le plan proche de l 'inclusion Rempli(J)6. Autrement dit, il nous su$t pour deHmontrer ce
lemme de savoir construire g sur J

, proche de l 'inclusion J

6. Comme g est deH termineH sur


et sur (

) par les conditions (1) et (2) du lemme, il nous reste a` expliquer la construction sur


et 	

.
On note B

(x) le disque de centre x et rayon r. Pour h3B, soit r(h) le rayon critique de h au point
x

"(0, n) (i.e. le plus petit reH el r tel que B

(x) rencontre son image par h); en particulier r()"

.
Comme l 'application hCB

(x

) h(B

(x

)) est semi-continue supeH rieurement (voir l 'Appendi-
ce I.B), on peut choisir h assez proche de  pour que B

(x

) h(B

(x

)) soit proche de
B

(x

) h(B

(x

))"(

, n) (c'est-a`-dire inclus dans un petit voisinage de ce point). Dans ce cas,
si 

est un arc de translation classique pour h en x

, on peut trouver un plongement de 

sur 

qui soit proche de l 'inclusion 

6; ceci permet de poser g
". De plus, comme les arcs de
translation classiques sont construits a` partir de rayons, on a 



"x

. La semi-continuiteH
de l 'application hCB

(x

) h(B

(x

)) permet d 'obtenir aussi 

 h(

)"(x

). La con-
struction est identique pour g
 . 
2.3. La preuve
DeHmonstration du TheH ore`me 2.1. On proce`de en quatre eH tapes:
Premie% re e& tape. Remarquons tout d 'abord qu'il nous su$t de montrer qu'un homeH omorphisme
du plan conjugueH a` la translation  et proche de  est en fait conjugueH a`  par un homeH omorphisme
proche de l 'identiteH , c'est-a`-dire que l 'image par l 'application Conj d 'un voisinage quelconque de
l 'identiteH est un voisinage de  dans l 'espace des conjugueH s a` translation. En e!et, on en deH duit
immeH diatement que l 'application est ouverte en utilisant le fait que le diagramme suivant, dans
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lequel les #e`ches horizontales sont des homeH omorphismes, commute:
Deuxie%me e& tape: Pour n entier positif et '0, on note D

"[!n, n][!n, n] et
;
	"g3Homeo()∀x3D , d(g(x),x)(.
Les ;
		 forment alors une base de voisinages de l 'identiteH dans Homeo(),
et il nous su$t de montrer que l 'image de chaque ;
	 par Conj est un voisinage de  dans B .
Troisie%me e& tape: Soit '0, n'0 et J

deH "ni comme en Section 2.2; on conside`re dans
Plong(Rempli(J

),) un voisinage; de l 'inclusion Rempli(J

)L (qui sera preH ciseH a` la "n de la
preuve), et< le voisinage de  obtenu a` partir de; en appliquant le lemme `fondamentala (Lemme
2.4). Nous allons montrer qu'on peut restreindre ; et < pour que <B soit inclus dans l 'image
de ;
	 par Conj.
Quatrie%me e& tape: Soit h un eH leHment de < conjugueH a` la translation, on cherche g3;
	 tel que
g    g"h. Soit g

3;, donneH par le Lemme 2.4 tel que:
(1) g
"Id;
(2) g
 "h  ;
(3) g

(J

) est un rectangle fondamental pour h de co( teH de recollement 

.
Le Corollaire 2.3 a$rme alors que g

	 
s'eH tend en une bande fondamentale maximale B:
il existe un plongement g

de B

"[0,1] dans le plan, d 'image B, veH ri"ant:
(1) g

	 
"g

	 
;
(2) sur g

(0), h"g

   g

.
La condition (2) est la qcondition de recollementr qui permet de prolonger g

(de
manie`re unique) en un homeH omorphisme du plan g qui conjugue h et , autrement dit on
a h"Conj(g). On peut faire les remarques suivantes: d 'une part, < peut avoir eH teH choisi assez petit
pour que
D

L 


h
(g(J

)).
D'autre part, on peut encore restreindre ; et < pour que g soit dans ;
	 : il su$t que g soit
proche de l 'identiteH sur D

, c'est-a`-dire que pour tout entier k entre!n et n!1, le plongement
h
  g

 
 soit su$samment proche de l 'identiteH sur 
(Rempli(J

)). Dans ce cas, on a <BL
Conj(;
	), ce qui termine la preuve. 
On deH duit du TheH ore`me 2.1 que l 'espace B est localement connexe par arcs (rappelons que
Bonino a montreH que cet espace est localement contractile, reH sultat que nous allons d 'ailleurs
utiliser dans la partie suivante).
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3. La conjugaison est une 5bration de Serre
La proprieH teH que nous allons prouver maintenant est ce qui reste de nos tentatives pour montrer
que l 'application de conjugaison admet une section.
3.1. DeH xnitions et eH nonceH
Si > est un espace topologique, on note 2 l 'ensemble des parties de >, etF(>) l 'ensemble des
parties fermeH es. Dans la suite, le mot qapplicationr est utiliseH dans le sens d ' qapplication
continuer.
On dit qu'une application p :EPB posse%de la proprie& te& de rele% vement des homotopies pour un
espace X (en abreH geH , HLP pour qhomotopy lifting propertyr) si de`s qu'on se donne deux
applications f :XIPB et F :XPE telles que ∀x3X, f (x,0)"p F(x), il existe une application
F :XIPE veH ri"ant ∀x3X,F(x,0)"F(x) et p F"f. Autrement dit, p posse`de la HLP si il
existe F faisant commuter le diagramme suivant pour toutes f et F telles que le diagramme partiel
commute:
On peut exprimer le proble`me de rele`vement des homotopies en termes de seH lection (voir la
partie I, Section 3): a` partir d 'une application p :EPB, deH "nissons l 'application
 :BP F(E),
b C p(b).
L'application p posse`de alors la HLP si pour toute application f :XIPB, toute seH lection
continue pour   f

s'eH tend en une seH lection continue pour   f.
En"n, une application p :EPB est une xbration de Serre (ou xbration faible) si elle posse`de la
proprieH teH de rele`vement des homotopies pour tous les cubes I
	
.
On peut alors eH noncer le theH ore`me suivant:
TheH ore`me 3.1. L+application Conj:
Homeo()P B ,
g C g    g
est une xbration de Serre.
3.2. Un theH ore`me de seH lection de Michael
Rappelons qu'une application :XP2 est dite semi-continue infeH rieurement (en abreH geH sci) si
pour tout O ouvert de >, l 'ensemble x3X (x)OO est un ouvert de X (voir l 'Appendice
I.B). L'ensemble des fermeH s non vides d 'un espace topologique > est noteH F(>).
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Soit n un entier positif; une application est dite e&qui-¸C si elle veH ri"e la proprieH teH suivante: si
x

3X, y

3(x

) et< est un voisinage de y

dans>, il existe alors un voisinage; de x

dansX et
un voisinage= de y

dans > tels que pour tout x3;, (x)=

(x)<.
La preuve du theH ore`me passe essentiellement par un theH ore`me de seH lection du( a` Michael ([32],
theH ore`me 9.2). Des variantes ont deH ja` eH teH utiliseH es par plusieurs auteurs pour eH tudier les espaces
d 'homeH omorphismes de surfaces (voir [31,16]); voici la version (locale) dont nous avons besoin:
TheH ore`me 3.2. Soit > un espace me& trique complet, n un entier positif et X"II. Soit de plus
 :XPF(>) une application semi-continue infe& rieurement (sci) et e&qui-¸C.
Sous ces hypothe% ses, admet une se& lection locale en tout point; autrement dit, pour tout x

dansX,
il existe un ouvert ; de X contenant x

et une application  :;P> telle que pour tout x3;,
(x)3(x).
3.3. Utilisation du theH ore`me de seH lection
DeHmonstration du TheH ore`me 3.1. En voici l 'ideH e: la deH "nition des "brations de Serre ne fait appel
qu'a` des sous-espaces de dimension "nie de B ; or le theH ore`me de Michael permet de montrer que
l 'application de conjugaison y admet des sections locales; la structure de groupe fait alors de cette
application une "bration localement triviale au-dessus des sous-espaces de dimension "nie. Ceci est
su$sant puisque toute "bration localement triviale est une "bration de Serre.
PreH cisons un peu ce scheHma: soit  :BPF(Homeo()) l 'application deH "nie par
(h)"Conj(h). L'espace topologique Homeo() posse`de une meH trique comple`te compatible
avec la topologie. Dans la partie suivante, on deHmontre que  est une application sci et eH qui-¸C
pour tout n.
Soit n un entier positif; on se donne deux applications continues f : IIPB et F : IP
Homeo() telles que pour tout x3I, f (x,0)"Conj(F(x)). Il est tre`s facile de veH ri"er que
l 'application   f est encore sci et eH qui-¸C.
Soit p :EPII l 'application qtireH e en arrie`rer de Conj par f (c'est-a`-dire que
E"(h,x)3Homeo()(II) Conj(h)"f (x) et p(h,x)"x). Comme   f est sci et eH qui-¸C,
l 'application p :BPF(E) l 'est eH galement.
On peut donc appliquer le theH ore`me de Michael, qui nous donne l 'existence de seH lections locales
pour p, c'est-a`-dire l 'existence de sections locales pour p.
Gra( ce a` la structure de groupe, ceci entram(ne que p est une "bration localement triviale (appeleH e
qbundle spacer dans [21, III.4], ou q"brationr dans [12, 3.3]). D'autre part, toute "bration
localement triviale est une "bration de Serre ([21, Theorem III.4.1], ou` les "brations de Serre sont
appeleH es q"beringr, ou [12, Theorem 3.3.8]). On en deH duit l 'existence d 'une homotopie F de F
relevant f. Ceci montre que l 'application Conj est une "bration de Serre. 
3.4. VeH rixcation des hypothe`ses du theH ore`me de seH lection
Type d 'homotopie local (et global) des xbres:Notons A l 'anneau quotient du plan par l 'action de
la translation , et Com l 'ensemble des homeH omorphismes du plan, preH servant l 'orientation, qui
commutent a` . Soit h3B et g3Conj(h); on a alors Conj(h)"g Com"g  g  g3Com:
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notamment, toutes les "bres Conj(h) sont homeH omorphes a` Com . De plus, on peut voir que
Com est aussi l 'espace des homeH omorphismes du plan qui sont des releveH s d 'un homeH omor-
phismes de A isotope a` l 'identiteH .
Soit M une varieH teH topologique connexe, et MI son reve( tement universel. On note Homeo(M)
l 'ensemble des homeH omorphismes deM et Homeo

(MI ) les homeH omorphismes deMI qui sont des
releveH s d 'eH leHments de Homeo(M). On a le fait geH neH ral suivant:
Proposition 3.3. L+application q : Homeo

(MI )PHomeo(M) de passage au quotient est un
reveL tement.
DeHmonstration. LaisseH e au lecteur (voir [27]). 
Le fait que l 'espace des homeH omorphismes de l 'anneau ouvert A est localement contractile est
un reH sultat de la theH orie des deH formations de plongements [9, Corollaire 6.1], c'est aussi une
conseH quence immeH diate du Corollaire I.2.10 du theH ore`me de Kneser); puisque Com est un
reve( tement de Homeo(A), les topologies de ces deux espaces ont les me(mes proprieH teH s locales, et
Com est aussi localement contractile.
Remarquons au passage que Homeo(A) se reH tracte par deH formation sur un espace homeH o-
morphe a` un cercle (Corollaire I.2.10). Ceci entram(ne que son reve(ment universel se reH tracte par
deH formation sur un espace homeH omorphe a`  (reve( tement universel du cercle), et est donc
contractile. On montre facilement que Com est le reve( tement universel de Homeo(A); donc Com
est contractile.
L'application  est semi-continue infe& rieurement et e&qui-¸C: Soit n un entier positif. Nous venons
de voir que tous les espaces(h), h3B sont homeH omorphes. De plus, le fait que l 'application Conj
soit ouverte (TheH ore`me 2.1) entram(ne que si h est proche de , il existe un eH leHment g de Homeo()
proche de l 'identiteH qui conjugue h et ; dans ce cas, l 'application
Homeo()P Homeo(),
g C g  g
est un homeH omorphisme de l 'espaceHomeo(), proche de l 'identiteH , et qui envoie Com sur(h).
La proposition geH neH rale qui suit montre alors que l 'application  a les proprieH teH s voulues:
Proposition 3.4. Soient X un espace topologique, > un espace me& trique, et  :XPF(>) ve& rixant:
(H1) Tous les (x) sont home&omorphes a% un meL me espace topologique S qui est ¸C;
(H2) Pour tout x

3X et pour tout < voisinage de Id

dans l 'espace des home&omorphismes de >, il
existe un voisinage ; de x

tel que pour tout x3;, il existe g dans < tel que g((x))"(x

).
Alors  est sci et e&qui-¸C.
DeHmonstration de la proposition. La preuve de la semi-continuiteH est immeH diate: soit O un ouvert
de > et x

un eH leHment de X tel que (x

)OO, choisissons y

dans (x

)O. Si g est un
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homeH omorphisme de > proche de l 'identiteH , g(y

) est dans O; l 'hypothe`se (H2) de la proposition
entram(ne alors que pour x voisin de x

, (x)OO.
Pour montrer que  est eH qui-¸C, il faut jongler un peu avec les voisinages, mais la deHmonstra-
tion est directe. Soient x

3X, y3(x

) et B (y)"y3>  d(y, y)( un voisinage de y dans >.
Comme (x

) est ¸C, il existe '0 tel que
(1) (x

)B	 (y) (x )B(y).
D'autre part, l 'hypothe`se (H2) entram(ne l 'existence d 'un voisinage; de x

tel que pour tout x3;,
il existe g homeH omorphisme de > tel que
(2) g((x))"(x

);
(3) g(B	(y))LB	 (y);
(4) g(B(y))LB(y).
Soit x3;; montrons alors que (x)B	(y) (x)B(y). Soit m)n et  :P(x)B	(y)
une application continue:
 les conditions (2) et (3) imposent que g   est a` valeurs dans (x

)B	 (y);
 la condition (1) implique alors que g   se prolonge en une application continue
f :BP(x

)B(y);
 en"n, les conditions (1) et (3) entram(nent que g  f, qui eH tend  a` B, est a` valeurs dans
(x)B(y), ce qui montre que (x)B	(y) (x)B (y).
Ceci ache`ve la deHmonstration de la proposition. 
3.5. CompleHment au TheH ore`me 3.1
Pour montrer que la conjugaison est une "bration de Serre, la contractibiliteH des "bres n'est pas
essentielle (nous ne l 'avons pas utiliseH e). Elle permet neH anmoins d 'obtenir un reH sultat plus fort:
Proposition 3.5. Soit ¸ un complexe simplicial xni etK un sous-complexe de ¸. Supposons qu+on ait le
diagramme commutatif suivant:
ou% f et F sont continues. Alors F s+e& tend en une application continue F :¸PHomeo() qui est un
rele% vement de f.
DeHmonstration. Soient f et F comme dans l 'eH nonceH , et "Conj. On utilise la version globale
du theH ore`me de Michael:
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TheH ore`me 3.6. Soient> un espace me& trique complet, ¸ un complexe simplicial xni de dimension n#1
et K un sous-complexe de ¸. Soit de plus  :¸PF(>) une application sci et e&qui-¸C. On suppose
que pour tout x3L, (x) est C.
Sous ces hypothe% ses, toute se& lection continue pour 

s+e& tend en une se& lection continue pour .
L'application "  f veH ri"e les hypotheH ses de ce theH ore`me (partie 3.4). L'application F est une
seH lection pour 

, et on obtient une seH lection pour , autrement dit un rele`vement de f. 
4. Calcul des groupes d'homotopie de B
Proposition 4.1. L+espace B est connexe par arcs, son groupe fondamental est , ses groupes
d +homotopie d +ordres supe& rieurs sont triviaux.
DeHmonstration. Une "bration de Serre induit une suite exacte impliquant les groupes d 'homotopie
de la base, de l 'espace total et de la "bre (voir [36, Chapitre VII, Section 2]). Dans le cas ou` les
groupes d 'homotopie de la "bre sont tous triviaux, ceci entram(ne que la base et l 'espace total ont
des groupes d 'homotopie isomorphes. La proposition est alors une conseH quence immeH diate du
TheH ore`me 3.1 et du theH ore`me de Kneser donnant le type d 'homotopie de Homeo()
(TheH ore`me I.2.9). 
5. ConseH quences diverses
5.1. DeH formation forte de l+espace B
Rappelons queB

deH signe l 'espace des homeH omorphismes de Brouwer qui envoient 0 sur 1, et
¹ l 'ensemble des translations a$nes de vecteur non nul. Dans le premier article, nous avons
montreH les deux eH nonceH s suivants:
TheH ore`me I.6.1. L+espace B

est contractile. De plus, la de& formation pre& serve le sous-espace
B

B .
Qui a pour conseH quence:
TheH ore`me I.6.2. L+espace B se re& tracte par de& formation sur ¹. De plus, la de& formation pre& serve
l 'espace B .
L'eH tude de l 'application de conjugaison nous permet de compleH ter ce reH sultat:
Proposition 5.1. Dans les deux e&nonce& s pre&ce&dents, on peut obtenir une de& formation forte, c+est-a% -dire
telle que la translation  (respectivement les e& le&ments de ¹) ne bouge(nt) pas lors de la de& formation.
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DeHmonstration. Le TheH ore`me I.6.1 nous donne une application qui associe continu( ment a` chaque
eH leHment h de B

un chemin (h

)
	
dans B

, tel que h

"h et h

". De plus, le chemin
(

)
	
est entie`rement constitueH de conjugueH s a` . Le TheH ore`me 3.1 nous dit qu'il existe alors un
chemin d 'homeH omorphismes du plan (g

)
	
tel que g

"Id et g

 

 g

" pour tout t. Ceci
permet de qforti"err la deH formation en posant simplement h

"g

 h

 g

; on obtient ainsi une
nouvelle deH formation de B

sur  qui "xe .
L'espace B peut s'identi"er a` B

0 (Proposition I.2.6). Cette nouvelle deH formation
induit donc une deH formation deB sur¹ (qui correspond a` 0 dans cette identi"cation) et
qui laisse "xe ¹. 
5.2. AccessibiliteH depuis les conjugueH s a` translation
Proposition 5.2. Soit h

un home&omorphisme de Brouwer. Il existe alors une famille continue
d +home&omorphismes conjugue& s a% la translation, (h

)
	
, telle que
lim

h

"h

.
De plus, la convergence a lieu au sens fort: ∀t*0, h
 
"h
 
.
DeHmonstration. La premie`re partie de la proposition est une conseH quence immeH diate des prop-
rieH teH s homotopiques locales (le TheH ore`me 1.2 permet d 'appliquer le TheH ore`me 2 d 'Eilen-
berg}Wilder [11]); mais cela ne permet pas d 'obtenir la convergence au sens fort.
Pour tout entier n, on pose B(h

, n)"h3Bh
 
"h
 
. On a alors:
Lemme 5.3. Pour tout entier n assez grand, il existe un entier N'n et un home&omorphisme
hI3B(h

, n) conjugue& a% la translation, tel que l +espace B(h

,N) se de& forme sur hI dans B(h

, n). De
plus, la de& formation respecte le sous-espace des conjugue& s a% la translation.
Ce lemme est un morceau de la preuve de la contractibiliteH locale de B raconteH e par M. Bonino
dans [2], conseH quence de la qmise en position canoniquer (Chapitre III, Proposition 1.3.3 et
deHmonstration du TheH ore`me 1.1.1, a` partir du point (v)). Le Lemme II.1.7 de [2] permet de voir
facilement que le sous-espace des conjugueH s a` la translation est respecteH .
Soit maintenant (n


)

	
une suite strictement croissante d 'entiers, ou` n


est l 'entier N obtenu
en appliquant le lemme preH ceH dent a` n"n


, et (h


)

	
une suite de conjugueH s a` la translation tels
queB(h

, n


) se deH forme sur h


dansB(h

, n


). On note (h

)

	

le chemin suivi par h


lors
de cette deH formation. Pour tout t*k, les homeH omorphismes h

et h

comKncident sur la boule B


(0):
quitte a` reparameH trer la famille (h

)
	
, on a la convergence au sens fort. 
Cette proposition est un reH sultat triste, puisqu'elle semble clore la possibiliteH de faire de la theH orie
de la bifurcation dans l 'espace B en annonc7 ant que me(me le plus pathologique des homeH omor-
phismes de Brouwer (voir les exemples [7,4]) peut surgir au bout d 'un chemin de conjugueH s
a` translation. L'eH nonceH suivant, qui la geH neH ralise, est encore pire:
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Proposition 5.4. Soient h et h deux home&omorphismes de Brouwer. Il existe alors un chemin
(g

)
	
dans Homeo() tel que
lim

g

 h  g

"h.
DeHmonstration. La proposition preH ceH dente, appliqueH e a` l 'homeH omorphisme h, nous donne un
chemin de conjugueH s a` la translation convergeant vers h au sens fort. Puisque la conjugaison est
une "bration de Serre (TheH ore`me 3.1), on peut relever ce chemin: il existe donc une famille continue
( f

)
	
dans Homeo() tel que pour tout t,
f

   f
 
"h
 
.
D'autre part, d 'apre`s le reH sultat de connexiteH par arcs (TheH ore`me I.4.1), il existe un chemin
(e

)
	
dans Homeo() tel que pour tout s,
e

 h  e
 
"
 
.
Pour tout t, on appelle s(t) le rayon du plus petit disque centreH en 0 et contenant f

(B

(0)); ceci
deH "nit une fonction s qui est continue. On pose maintenant g

"f

 e

et le tour est joueH . 
5.3. Semi-continuiteH des domaines de translation
Un domaine de translation pour un homeH omorphisme de Brouwer h est par deH "nition l 'image
d 'un plongement g du plan dans lui-me(me tel que g    g"h

. Un domaine de Brouwer est
un domaine de translation pour lequel la restriction du plongement g a` chaque droite verticale
x est propre (c'est-a`-dire que nous appelons qdomaine de Brouwerr ce qui est appeleH
qdomaine de translationr dans [15]). Les outils deH veloppeH s pour la preuve de l 'ouverture de
l 'application de conjugaison permettent de montrer:
Corollaire 5.5 (de la preuve du TheH ore`me 2.1). Soit K un compact de ; alors l +ensemble des
home&omorphismes de Brouwer dont un domaine de translation (respectivement: de Brouwer) contient
K est un ouvert de B.
DeHmonstration. Donnons simplement l 'ideH e (tre`s proche de l 'ideH e de la preuve du TheH ore`me 2.1): si
K est un compact inclus dans un domaine de translation pour h

, il existe un rectangle fondamental
R

de h

tel que K soit inclus dans l 'inteH rieur de l 'union d 'un nombre "ni d 'iteH reH s de R

. Pour
h proche de h

, on trouve comme dans le Lemme 2.4 un rectangle fondamental R pour h, assez
proche de R

pour que K soit aussi inclus dans l 'union d 'un nombre "ni d 'iteH reH s de R par h. Le
rectangle R donne naissance, selon la technique classique, a` un plongement qui conjugue h a` la
translation, et le compact K est dans l 'image de ce plongement.
En utilisant la theH orie de Brouwer, on sait que tout rectangle fondamental pour h s'eH tend en une
bande fondamentale (voir par exemple [15], preuve du theH ore`me de translation). Il existe donc une
bande fondamentale pour h, qui eH tend R, et dont l 'union des iteH reH s par h forme un domaine de
Brouwer pour h qui contient K. 
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On en deH duit le reH sultat suivant, dont une preuve tout a` fait di!eH rente est donneH e dans
[29]:
Corollaire 5.6. L+espace des conjugue& s a% la translation est un G (i.e. une intersection de&nombrable
d +ouverts) de B.
DeHmonstration. On a la caracteH risation classique (voir [29]):
B"h3B ∀K compact du plan,  n tel que ∀n'n , h(K)K".
On en deH duit:
B"

h3B B

(0) est dans un domaine de translation pour h
et le Corollaire 5.5 permet de conclure. 
5.4. Les autres classes de conjugaison
Proposition 5.7. Soit h un home&omorphisme de Brouwer, etB

l +ensemble de ses conjugue& s. Si h n+est
pas conjugue& a% la translation, alors l +application de conjugaison:
Homeo()P B

,
g C g  h  g,
n+est pas ouverte.
Remarque. Le texte [27] contient une preuve visuelle de cet eH nonceH dans le cas particulier ou` h est
l 'homeH omorphisme de Reeb. La deHmonstration qui suit est geH neH rale mais comple`tement abstraite.
DeHmonstration. La Proposition 5.4 dit en particulier que chaque classe de conjugaison d 'homeH o-
morphismes de Brouwer est dense dans B. L'espace Homeo() posse`de une meH trique comple`te,
et il est facile de voir queB est un G de Homeo(), il posse`de donc aussi une meH trique comple`te
d 'apre`s le theH ore`me suivant (voir [18, Theorem XIV.8.3]):
TheH ore`me 5.8 (Mazurkiewicz). Soit X un espace me& trique complet et >LX; alors > posse%de une
me& trique comple% te (compatible avec la topologie induite par X) si et seulement si > est un G de X.
Le theH ore`me de Baire entram(ne alors qu'il ne peut pas y avoir deuxG denses disjoints dansB. Or
les conjugueH s a` la translation forment un G dense (Corollaire 5.6); on en deH duit qu' aucune autre
classe de conjugaison n+est un G .
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Soit alors h3B tel que l 'application de conjugaison gC g  h  g soit ouverte. On applique
successivement l 'eH nonceH suivant et le TheH ore`me 5.8 (avec Z"Homeo(), >"B

, et X"B):
TheH oreHme 5.9 (Hausdor!, voir [18] ou [1, partie 6]). S +il existe une application ouverte surjective
d 'un espace me& trique complet Z vers un espace me& trique >, alors > posse%de une me& trique comple% te
(induisant la meL me topologie que la me& trique d +origine).
On en deH duit que B

est un G de B, et donc que h est conjugueH a` la translation. 
Remarque. Le raisonnement preH ceH dent montre que si une classe de conjugaison est munie de sa
topologie d 'orbite, alors c'est un G dans B. En fait, la version de Ancel d 'un theH ore`me de E!ros
([1,10]) a$rme qu'il y a une eH quivalence entre ces deux proprieH teH s. On peut donc suivre un
cheminement logique inverse: prouver d 'abord que B est un G de B comme dans [29], puis en
deH duire le TheH ore`me 2.1 (l 'application de conjugaison est ouverte).
Deuxie`me partie: l'espace des conjugueH s a` la translation est un ANR
6. DeH 5nitions et remarques
Le but de cette partie, comme l 'annonce son titre, est de montrer:
TheH ore`me 6.1. L'espace B des conjugue& s a% la translation est un ANR.
Soit X un espace topologique et >LX; > est un re& tract de voisinage de X si il existe un ouvert
O contenant > et une reH traction de O sur >, c'est-a`-dire une application de O dans > qui eH tend
l 'identiteH de >.
Un espace meH trique> est un re& tract absolu de voisinage si de`s queX est un espace meH trique, et>
un fermeH deX homeH omorphe a`>, > est un reH tract de voisinage deX. On utilise l 'abreH viation ANR
pour qabsolute neighbourhood retractr.
Si F est un espace vectoriel topologique, une F-varie& te& est un espace meH trique seH parable, dans
lequel tout point a un voisinage homeH omorphe a` F. Nous allons nous inteH resser uniquement aux
l

-varieH teH s, ou` l

deH signe l 'espace de Hilbert des suites reH elles de carreH s sommables (tous les espaces
de Hilbert seH parables sont isomorphes a` l

).
Home&omorphismes de surfaces. L'histoire de l 'eH tude des espaces d 'homeH omorphismes de surface
est compliqueH e. En 1971, Mason [31] montre que l 'espace Homeo(D,D) des homeH omorphismes
du disque qui "xent le bord est un ANR (voir aussi [38] pour une preuve plus directe). En 1972,
Luke et Mason [30] eH tendent le reH sultat a` tous les espaces Homeo(S,S) des homeH omorphismes
d 'une surface compacte S qui "xent le bord; Haver [19] remarque par ailleurs que cette extension
est une conseH quence simple des deH formations de plongements d 'Edwards et Kirby [9]. D'autr
e part, Geoghegan [13] et Keesling [24] avaient montreH que pour un grand nombre d 'espaces X,
l 'espace des homeH omorphismes de X (et me(me beaucoup d 'autres espaces d 'applications con-
tinues) est stable par l

, c'est-a`-dire que Homeo(X)l

est homeH omorphe a` Homeo(X). En"n, en
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1974, TorunH czyk [37] montre que les l

-varieH teH s sont caracteH riseH es comme ANRs, seH parables,
comple`tes et stables par l

. En corollaire:
TheH ore`me 6.2. Pour toute surface compacte S, Homeo(S,S) est une l

-varie& te& .
Finissons ce paragraphe en mentionnant que la question eH quivalente est toujours ouverte pour
les espaces d 'homeH omorphismes sur les varieH teH s de dimension plus grande que 2 (voir par exemple
[14]).
6.1. Et les homeH omorphismes de Brouwer dans tout c7 a ?
Proposition 6.3. Les espaces B et B sont stables par l .
DeHmonstration. On prouve d 'abord la proposition pour B. Puisque B est homeH omorphe au
produit B

]0,#R[ (point 3 de la Proposition I.2.6), le proble`me revient a` savoir si
B

est stable par l

. Rappelons que B

est l 'espace des homeH omorphismes de Brouwer
dont le rayon critique en 0 vaut 1/2; notamment, pour un tel homeH omorphismes, l 'inteH rieur du
disque B

(0) est disjoint de son image.
On utilise le theH ore`me suivant:
TheH ore`me 6.4 (adapteH du TheH ore`me 1 de Keesling [23]). Soit H un sous-espace de l +espace des
home&omorphismes d +une varie& te& topologique X, et x

un point de X. Supposons qu'il existe un
voisinage ; de x

tel que pour tout h3H et pour tout f home&omorphisme de X a% support dans ;, le
compose& h  f est dans H. Alors H est stable par l

.
En composant un homeH omorphismes sans point "xe par un second homeH omorphisme a` support
dans un disque critique pour le premier, on obtient un homeH omorphisme qui est encore sans point
"xe (ce nouvel homeH omorphisme peut e( tre appeleH modixcation critique du premier). Ceci montre
que pour X"B

et x

"0, le disque ;"B

(0) convient.
La me(me deHmarche est valable pour l 'espace B , a` condition de montrer qu'une modi"cation
critique d 'un conjugueH a` la translation est encore conjugueH e a` la translation; ceci peut e( tre fait
directement, ou en utilisant le Lemme II.1.7 de [2] qui a$rme qu'un homeH omorphisme de
Brouwer qui comKncide avec un conjugueH a` la translation hors d 'un compact est encore conjugueH a` la
translation.
D'apre`s le reH sultat de TorunH czyk, il su$t alors queB etB soient des ANRs pour que ces espaces
soient aussi des l

-varieH teH s; de plus, une l

-varieH teH est deH termineH e par son type d 'homotopie (voir
[20, Corollaire 3]). Le TheH ore`me 6.1 a donc comme corollaire:
Corollaire 6.5. L+espace des conjugue& s a% la translation est home&omorphe au produit l

.
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7. Quelques caracteH risations des ANRs
L'article [39] est une bonne introduction aux proprieH teH s des ANRs. Tous les reH sultats qui suivent
se trouvent dans les livres [3,22] ou dans l 'article de Hanner [17]. Le theH ore`me de Hanner
(TheH ore`me 7.2) a eH teH utiliseH par Mason pour montrer que l 'espace Homeo(D,D) est un ANR.
7.1. Premie`res caracteH risations
Une application continue  :>PX est une section de l 'application  :XP> si   est
l 'identiteH de >. Dans ce cas,  est un homeH omorphisme sur son image, et   est une reH traction
deX sur (>). On dit que admet une section locale au point y3> si y est dans un ouvertO de> tel
que 
(
admet une section.
Proposition 7.1. On a les proprie& te& s suivantes:
1. Un espace qui est un re& tract de voisinage dans un ANR est un ANR;
2. le produit de deux ANRs est un ANR;
3. l 'image d 'un ANR par une application continue qui admet une section est un ANR;
4. L+image > d +un ANR par une application continue qui admet en tout point de > une section locale
est un ANR.
7.2. Le theH ore`me de Hanner
Soit > un espace meH trique, 

:XP>, t3[0,1] une homotopie, et  un reH el strictement positif.
On dit que 

est une -homotopie si pour tout x3X, l 'ensemble 

(x)t3[0,1] est de diame`tre
infeH rieur a` .
On dit que l 'espace Z domine l 'espace X si il existe deux applications continues  :XPZ et
 :ZPX telles que   est homotope a` l 'identiteH dansX. Si l 'homotopie est une -homotopie, on
parlera d 'une -domination. Dans ce cas, l 'application  est presque (a` une -homotopie pre`s) une
section de l 'application ; le theH ore`me suivant est donc une geH neH ralisation de la proprieH teH 3 de la
Proposition 7.1:
TheH ore`me 7.2 (Hanner [17]). Pour que l+espace me& triqueX soit un ANR, il suzt que pour tout '0,
il existe un ANR qui -domine X.
8. Utilisation du theH ore`me de Hanner
Nous pouvons maintenant donner une ideH e de la preuve du TheH ore`me 6.1: appelons B la bande
[!1,1], B

l 'ensemble des conjugueH s a` translation qui sont eH gaux a` la translation hors de la
bande B, et posons Z"B

Homeo(). Soit D un grand disque du plan. Dans un premier
temps, une proprieH teH de semi-continuiteH (Lemme 9.3, conseH quence du TheH ore`me 2.1 qui a$rme que
l 'application de conjugaison est ouverte) et le reH sultat d 'existence continue d 'arcs de translation
(TheH ore`me I.5.1) permettent de construire canoniquement, pour chaque conjugueH a` translation h,
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deux trajectoires qui eH vitent le disque D, de part et d 'autre de ce disque. On peut alors deH former h,
par une isotopie canonique a` support hors de D, en un homeomorphisme h

qui est canonique-
ment conjugueH a` un homeH omorphisme deB

(c'est la Proposition 8.1, prouveH e dans la partie 10). Si
D est assez grand, l 'isotopie est tre`s petite; et ceci permet de montrer que Z -domineB pour tout
'0 (Corollaire 8.2). Il reste a` voir que Z est un ANR, ce qui est fait a` la Section 8.2 en utilisant les
caracteH risations preH ceH dentes des ANRs et le theH ore`me de Mason.
Par ailleurs, la construction des deux trajectoires utilise a` deux reprises le theH ore`me de seH lection
I.3.6 deHmontreH dans le premier article.
8.1. Notre espace est domineH par un espace Z
Rappelons que le support d 'une isotopie est l 'adheH rence du compleHmentaire de l 'ensemble des
points qui sont "xeH s par tous les homeomorphismes de l 'isotopie. Soit D un disque du plan. La
preuve de la proposition suivante fait l 'objet de la partie 10:
Proposition 8.1. Il existe une isotopie canonique a% support hors de D:
B[0,1]P B ,
(h, t) C h

et une application continue
B P Homeo(),
h C g

,
telles que pour tout h, h

"h et g

 h

 g

est dans B

.
Cette proposition nous dit que quitte a` deH former un petit peu l 'espace des conjugueH s a` la
translation, on a presque une section a` l 'application de conjugaison (notamment, g


conjugue
les restrictions de h

et ). On munit Homeo() de la distance habituelle (deH "nie a` la partie 2.2 du
premier article). On peut alors montrer:
Corollaire 8.2. Pour tout '0, l+espace Z"B

Homeo() -domine B .
DeHmonstration du corollaire. Soit '0. Par deH "nition de la meH trique, on peut trouver un disque
D assez grand pour que deux eH leHments de B qui coincmKdent sur D soient a` distance infeH rieure a` .
L'isotopie fournie par la proposition preH ceH dente est alors une -homotopie deB dansB . On pose
maintenant:
 :B P Z,
h C (g

 h

 g

, g

)
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et
 :ZPB ,
(h,g)C g  h  g.
On a alors une -homotopie, (h

)
	
, de h

"h a` h

" (h), et le corollaire est deHmontreH . 
8.2. Z est un ANR
D'apre`s le point 2 de la Proposition 7.1, il su$t de montrer que les espaces B

et Homeo()
sont tous les deux des ANRs.
Proposition 8.3. Homeo() est un ANR.
DeHmonstration. D'apre`s le theH ore`me de Luke et Mason (TheH ore`me 6.2), l 'espace Homeo() des
homeomorphismes de la sphe`re isotopes a` l 'identiteH est un ANR. L'espace Homeo() s'identi"e
au sous-espace de Homeo() formeH des eH leHments qui "xent un point donneH (noteH N). Soit S un
point de  distinct deN, et< l 'ensemble des eH leHments de Homeo() qui n'envoient pasN sur S:
il n'est pas di$cile de voir que < est un voisinage de Homeo() qui se reH tracte sur Homeo()
dans Homeo(). Le point 1 de la Proposition 7.1 permet alors de conclure. 
Proposition 8.4. L+espace B

est un ANR.
Pour la preuve de cette deuxie`me proposition, nous avons besoin de deux lemmes. Notons
HH l 'espace des homeomorphismes du plan preH servant l 'orientation qui sont a` support dans la
bande B"[!1,1].
Lemme 8.5. L+espace HH est un ANR.
DeHmonstration. Par restriction a` la bande B, puis par la compacti"cation `en boutsa (c'est-a`-dire
en identi"ant la bande au disque auquel on a enleveH deux points de son bord), on voit que HH est
homeH omorphe a` l 'espace Homeo(D, D) des homeomorphismes du disque qui sont l 'identiteH sur le
bord, et cet espace est un ANR [31]. 
Lemme 8.6. L+application :
HHP B

,
g C g    g
est surjective et posse%de une section locale en tout e& le&ment de B

.
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DeHmonstration. Soit h un eH leHment de B . Les droites i, i"!1,1 sont deux trajectoires de h.
D'autre part h est conjugueH a` la translation, et qtoutes les trajectoires de la translation sont
eH quivalentesr (Lemme 2.2); ceci permet de voir que h est conjugueH a`  par un homeH omorphisme du
plan g qui "xe chaque point de ces deux droites. Puisque h" hors de la bande B, l 'homeH omor-
phisme g qui est l 'identiteH hors de la bande et qui comKncide avec g dans la bande conjugue encore
h et . On a donc trouveH un eH leHment g deHH tel que g    g"h, ce qui montre que l 'application
est surjective.
Soit g

un eH leHment de HH, et h

"g

   g

. Le diagramme suivant, dans lequel les #e`ches
horizontales sont des homeomorphismes, commute:
En conseH quence, il su$t de deHmontrer qu'il existe une section au dessus d 'un voisinage de la
translation .
Soit  la droite verticale 0, et < l 'ensemble des homeomorphismes h pour lesquels  est
disjointe de son image; l 'ensemble < est un voisinage de la translation dans l 'espace B

(pas dans
B!). Pour tout h3<, la bande B entre  et h() est une bande fondamentale maximale (voir la
Section 2.1; il faut veH ri"er que les iteH reH s de B

remplissent bien toute la bande B, ce qui ne pose pas
de proble`me). On deH "nit alors un homeH omorphisme g

entre les deux bandes verticales B et B de
la manie`re suivante: hors de la bande horizontale B et sur l 'arc 0[!1,1]"B, g

est
l 'identiteH ; sur l 'arc 1[!1,1]"()B, g

vaut h  ; et on prolonge g

au carreH
[0,1][!1,1] a` l 'aide du theH ore`me de Schoen#ies a` parame`tres I.A.3. L'homeH omorphisme
g

peut s'eH tendre au plan en un homeH omorphisme qui conjugue h et  (de manie`re unique); on note
encore g

cet homeomorphisme, qui est un eH leHment deHH. L'application hC g

ainsi deH "nie est une
section de  au dessus de <, ce qui termine la preuve. 
DeHmonstration de la Proposition 8.4. Il su$t de combiner les Lemmes 8.5 et 8.6 et le point 4 de la
Proposition 7.1. 
9. IteH reH s d'un disque par la translation
9.1. ConsideH rations diverses
Toutes les remarques de ce paragraphe, qui concernent la translation, restent valables pour tous
les conjugueH s a` translation.
Trajectoires. Toute trajectoire d 'un homeH omorphisme de Brouwer h est orienteH e par l 'action de
h. Comme n'importe quelle trajectoire de la translation est propre (voir la partie I.2.1), elle seH pare le
plan en deux demi-plans topologiques ouverts, l 'un situeH a% sa droite et l 'autre a% sa gauche. Ceci
permet d 'eH noncer le lemme suivant:
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Fig. 1. DeH but de la construction de Bande (D), Dessus (D) et Dessous (D).
Lemme 9.1. Soient 

et 

deux trajectoires disjointes de . Si la premie% re est a% droite de la deuxie%me,
alors la deuxie%me est a% gauche de la premie% re!
DeHmonstration. Le Lemme 2.2 a$rme que tous les couples de trajectoires disjointes sont eH quiva-
lents, ce qui rend le reH sultat eH vident. 
Remarque. L'eH nonceH correspondant est faux pour les deux trajectoires singulie`res de l 'homeH omor-
phisme de Reeb (Fig. I.2).
Disques. Si h est un homeH omorphisme du plan et EL, on appelle sature& de E par h l 'union de
tous les iteH reH s de E par h, noteH e Sat

(E)"

h(E). Rappelons que l 'ensemble rempli d 'une partie
E du plan est la reH union de E et de toutes les composantes connexes borneH es de son comp-
leHmentaire. Soit D un disque topologique du plan contenant les points 0 et 1 (ceci a"n que
l 'ensemble Sat (D) soit connexe). La famille (D) est localement "nie, ce qui entram(ne que
l 'ensemble Sat (D) est fermeH . On pose Bande(D)"Rempli(Sat(D)); il est facile de voir que le
compleHmentaire de Bande(D) posse`de exactement 2 composantes connexes. On sait qu'il existe des
trajectoires de  qui sont incluses dans Sat(D) (Proposition I.2.4); soit  l 'une d 'elles. On appelle
alors Dessus(D) la composante situeH e a` gauche de  et Dessous(D) celle situeH e a` droite; on peut voir
que ces deH nominations sont indeH pendantes du choix de . Les trois ensembles Bande(D), Dessus(D)
et Dessous(D) que l 'on vient de deH "nir forment une partition du plan (voir Fig. 1), ils sont
simplement connexes, invariants par , les deux premiers sont ouverts et le troisie`me est fermeH (on
pourrait en fait montrer que si 03Int(D), cette partition est homeH omorphe a` la partition
"]!R,!1[
[!1,#1]
]#1,#R[ via un homeH omorphisme qui com-
mute avec , mais c7 a ne sera pas neH cessaire).
Rappelons qu'on note Int(E) et Adh(E) l 'inteH rieur et l 'adheH rence d 'un ensemble E. Si maintenant
D

et D

sont deux disques tels que D

LInt(D

), il n'est pas di$cile de montrer que
Adh(Dessus(D

))LDessus(D

) et que Int(D

)Dessus(D

)O.
On deH "nit de me(me, pour tout h conjugueH a`  et pour tout D disque du plan tels que
h(D)DO, les ensembles Dessus

(D), Dessous

(D) et Bande

(D).
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9.2. Lemmes de semi-continuiteH
On peut trouver quelques geH neH raliteH s sur la semi-continuiteH dans le deuxie`me appendice du
premier article. L'ensemble des fermeH s de  est noteH F(). On utilise les abreH viations qscir pour
qsemi-continue infeH rieurementr et qscsr pour qsemi-continue supeH rieurementr.
Le premier lemme est immeH diat:
Lemme 9.2. Soit K un compact du plan. L+application
Homeo()P F(),
h C Sat

(K)
est sci: pour tout ouvert O du plan, l +ensemble
h3Homeo()  Sat

(K)OO
est ouvert.
Le lemme suivant, compleHmentaire du Lemme 9.2, est vraiment speH ci"que aux conjugueH s
a` translation. Sa deHmonstration fait appel au TheH ore`me 2.1:
Lemme 9.3. Soit K un compact du plan. L+application
B PF(),
h C Sat

(K)
est scs: pour tout compact K du plan, l+ensemble h K Sat

(K)" est ouvert.
DeHmonstration. Soit K un compact et h"g    g un eH leHment de B ; comme Sat (K)"
g(Sat (g(K)), il su$t de montrer que pour tout compact K, l 'application hCSat (K) est scs au
point .
Soient K et K deux compacts du plan, tels que Sat (K)K", c'est-a`-dire qu'aucun iteH reH de
K par  ne rencontre K; on veut montrer que si h est un conjugueH a` la translation su$samment
proche de , alors Sat

(K)K". Pour cela, nous allons utiliser le fait que l 'application de
conjugaison est ouverte (TheH ore`me 2.1): si ; est un voisinage de l 'identiteH dans Homeo(), il
existe un voisinage< de  dansB tel que tout eH leHment de < est conjugueH a`  par un eH leHment de;.
Il su$t par conseH quent de prouver que si g est assez proche de l 'identiteH , Sat
    (K)K".
Choisissons un compact K dont l 'inteH rieur contient K et K. Il existe un entier n

tel que pour
tout n plus grand que n

en valeur absolue, (K)K". Posons maintenant:
=

"g3Homeo() K
KLg(K),
=

"g3Homeo()  g((g(K)))K" pour tout!n

)n)n

,
="=

=

.
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Comme l 'application fC f (K) est continue,= est un voisinage de l 'identiteH . D'autre part, pour
tout n dont la valeur absolue est supeH rieure a` n

, (K)K", donc pour tout g,
g    g(g(K)) g(K)"; si g est dans =

, g(K) contient K et K, et on a a fortiori
g    g(K)K". Finalement, pour g3= et n entier, g    g(K)K", ce que l 'on
voulait deHmontrer. 
On en deH duit:
Corollaire 9.4. Soit D un disque du plan. Alors l+application
BPF()
h C Rempli(Sat

(D))
est scs.
DeHmonstration. Comme pour le lemme preH ceH dent, il su$t de deHmontrer la semi-continuiteH en .
Soit K un compact tel que Rempli(Sat (D))K". Deux cas peuvent se preH senter:
Premier cas. Si D(D)", alors on a encore D h(D)" pour h voisin de . D'autre part,
dans ce cas, Rempli(Sat

(D))"Sat

(D), et le Lemme 9.3 permet de conclure.
Deuxie%me cas: Si (D) rencontre D, les ensembles Dessus(D) et Dessous(D) sont bien deH "nis.
L'ensemble K

"KDessus(D) est un compact de Dessus(D), et (K

) est aussi dans Dessus(D).
L'ensemble Dessus(D) est un ouvert simplement connexe, il est donc reH union croissante de disques
topologiques: il existe un disqueD

qui contientK

et (K

) dans son inteH rieur et qui est disjoint de
Bande(D). On trouve de la me(me manie`re un disque D

disjoint de Bande(D) et contenant
(K
(K))Dessous(D) dans son inteH rieur. L'ensemble
="h3B  Sat (D) (D
D)"
est un voisinage de  d 'apre`s le lemme preH ceH dent. Si h3=, l 'ensemble Sat

(D

) est connexe (quitte
a` restreindre = pour que h(D

)D

O), non borneH et disjoint de Sat

(D). Il est donc aussi
disjoint de Bande

(D)"Rempli(Sat

(D)). De me(me pour D

. A fortiori, Bande

(D))K", et le
lemme est deHmontreH . 
10. La deH formation
A ce point, on est confronteH a` un petit proble`me technique: les ensembles Dessus

(D), Des-
sous

(D) et Bande

(D), sur lesquels la construction va s'appuyer, ne sont deH "nis que si D h(D)O.
C'est pourquoi on utilise l 'astuce suivante: soit R'0 tel que DLB

(0). Pour tout homeH omor-
phisme h, on pose R(h)"Max(d(h(0),0),R) (ou` d est la distance dans le plan). Cette formule deH "nit
une fonction continue de h. Le disque B

(0) contient les deux points 0 et h(0): les ensembles
Dessus

(B

(0)), Dessous

(B

(0)) et Bande

(B

(0)) sont maintenant bien deH "nis, on les appell-
era deH sormais simplement Dessus(h), Dessous(h) et Bande(h). Si on note g

l 'homotheH tie qui envoie
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le disque B

(0) sur B

(0), l 'application hC g

est continue, et comme
Bande(h)"g

(Bande
    


(B

(0)))
le Corollaire 9.4 et les proprieH teH s rappeleH es dans le deuxie`me appendice permettent de montrer la
semi-continuiteH supeH rieure de l 'application hCBande(h). On en deH duit:
Lemme 10.1. L+application hCDessus(h) est semi-continue infe& rieurement: pour tout compact K du
plan, l+ensemble
h3B KLDessus(h)
est ouvert.
Pour tout h3B , l 'isotopie (h )	 que nous allons construire sera a` support hors de B(0)
donc a fortiori hors de D, comme demandeH par l 'eH nonceH de la Proposition 8.1.
10.1. Construction continue de disques critiques
Dans cette partie, le but du jeu est d 'arriver a` associer a` chaque homeH omorphisme h deux
disques critiques, un de chaque co( teH de Bande(h), et ceci de manie`re continue; cette construction
permettra ensuite d 'obtenir des trajectoires dans Dessus(h) et Dessous(h) en appliquant le theH ore`me
de construction continue d 'arcs de translation (I.5.1). On va utiliser le theH ore`me de seH lection
suivant (voir preuve et explications dans [28, TheH ore`me 3.6]):
TheH ore`me 10.2. Soit X un espace topologique paracompact, > un espace topologique, et  :XP2.
On suppose qu'il existe un recouvrement U"; de X et une collection C"CNU de
parties non vides de >, ve& rixant:
(H1) ∀3N(U),∀x3; ,CL(x).
(H2) ∀,3N(U),  face de NCLC .
(H3) ∀3N(U), C est faiblement contractile (i.e. ses groupes d +homotopie sont tous nuls).
Sous ces hypothe% ses,  admet une se& lection continue.
Premie% re partie de la construction des disques critiques. On cherche d 'abord a` seH lectionner
continu( ment un point dans l 'ensemble Dessus(h). La di$culteH vient du fait que cet ensemble ne varie
pas de manie`re continue, mais seulement semi-continue (Lemme 10.1). L'image suivante peut aider
a` visualiser la situation (voir Fig. 2): l 'ensemble Bande(h)
Dessous(h) repreH sente la mer deH cham(neH e (vue
en coupe), le parame`tre h jouant le ro( le du temps. Le point que l 'on cherche a` construire est un oiseau
volant au-dessus des vagues et qui voudrait eH viter de "nir englouti par les #ots.
Lemme 10.3 (ql'oiseaur). Il existe une application continue
BP ,
h C x

,
telle que pour tout h,x

est dans Dessus(h).
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Fig. 2. Au moment ou` le bout de la vague retouche la cre( te des #ots, toute la bulle d 'air dans laquelle l 'oiseau est enfermeH
se transforme instantaneHment en eau.
Remarque. Un reH sultat semblable, plus geH neH ral, est deH ja` preH sent dans [5].
Sous-lemme 10.4 (qde choixr). On peut associer a% chaque h3B un voisinage ; et un disque
topologique d

(sans condition de continuiteH ), de manie% re a% ce que:
(P1) ∀h

3B ,∀h3; , d est dans Dessus(h);
(P2) ∀h

, h

3B ,; ;ONd  dO.
Demonstration. Choix des disques d

. ConsideH rons les disques B

(0) et B

(0); on note
Dessus

(h) et Dessus

(h) les ensembles correspondants. Pour tout h, on a:
(i) Adh(Dessus

(h))LDessus(h);
(ii) Int(B

(0))Dessus

(h)O.
Puisque Dessus(h) est simplement connexe, on peut trouver un disque d

inclus dans Dessus(h) et
qui contient B

(0)Dessus

(h).
Choix des ouverts ;

. Soit maintenant h

3B . Appelons < l 'ensemble des h tels que d soit
dans Dessus(h), et que d

rencontre d

, et montrons que <

est un voisinage de h

. La premie`re
condition est ouverte par semi-continuiteH (Lemme 10.1). Choisissons un point x tel que
x3Int(B
 
(0))Dessus

(h

).
Le point x appartient a` d

. Par continuiteH de la fonction R, pour h voisin de h

, x est encore dans
B

(0). Par semi-continuiteH , x est eH galement dans Dessus

(h) pour h proche de h

. Dans ce cas,
x est un point du disque d

, donc d

 d

O. Donc <

est un voisinage de h

.
Les ouverts<

ne remplissent pas tout a` fait la condition (P2). On choisit alors pour chaque h un
reH el strictement positif (h) tel que la boule B (h) (de centre h et de rayon (h)) soit incluse dans< ,
et on pose ;

"B (h). Si ; ;O, on a h3< ou bien h3< ; dans les deux cas,
l 'ensemble d
h0
 d

n'est pas vide: les ouverts ;

veH ri"ent (P1) et (P2). 
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DeHmonstration du Lemme 10.3. On pose A"X"B , >", et pour tout h3B , (h)"Des
sus(h); on appelle U";


B
le recouvrement fourni par le sous-lemme 10.4. Pour h

3B ,
C


"d

; si "h

,2, h est un n-simplexe du nerf de U (n*1), on pose
C"Rempli



d
 .
La proprieH teH (P2) du sous-Lemme 10.4 entram(ne la connexiteH de chacun de ces ensembles. D'autre
part, ce sont des disques topologiques (voir [25,26]); ils sont notamment contractiles. Il est facile de
voir qu'avec ces notations, les hypothe`ses du TheH ore`me 10.2 sont veH ri"eH es. L'application  admet
alors une seH lection continue, ce qui termine la preuve. 
Deuxie%me partie de la construction des disques critiques. On voudrait maintenant relier par un arc
le point x

seH lectionneH par le Lemme 10.3 a` son image, toujours dans Dessus(h), et toujours de
manie`re canonique.
On note Plong([0,1],) l 'espace des plongements de l 'intervalle dans le plan.
Lemme 10.5. Il existe une application continue
BP Plong([0,1],)
h C 

telle que pour tout h, 

est un arc d +extre&mite& s x

et h(x

) inclus dans Dessus(h).
La preuve passe par deux sous-lemmes:
Sous-Lemme 10.6 (qde choixr). Pour tout h

3B , il existe un disque d du plan et un voisinage;

de h

dans B tels que pour tout h3; ,
(P1) d

LDessus(h);
(P2) d

contient x

et h(x

).
DeHmonstration. Le lemme de semi-continuiteH 10.1 permet de conclure. 
SoientA et B deux points quelconques du plan. Si d est un disque dont l 'inteH rieur contientA et B,
on note Arcs
	
(d) l 'espace des arcs de A a` B dans Int(d).
Sous-Lemme 10.7 (qde recollementr). L+espace Arcs
	
(d) est contractile.
DeHmonstration. L'eH nonceH ressemble beaucoup au Lemme I.5.4; cependant, ici on ne voit pas
comment utiliser l 'astuce d 'Alexander, et on proce`de donc di!eH remment. Puisque l 'inteH rieur de
d est homeH omorphe au plan par un homeH omorphisme envoyant A sur 0 et B sur 1, il su$t de
prouver que l 'espace des arcs du plan qui vont de 0 a` 1 est contractile. Soit  un tel arc; le theH ore`me
de Schoen#ies a` parame`tres (I.A.3) permet de lui associer canoniquement un homeH omorphisme du
plan g dont la restriction au segment [0,1]0 comKncide avec . Puisque  va de 0 a` 1, g "xe ces
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deux points: c'est un eH leHment de l 'espace Homeo
	
(). Cet espace est contractile (Corollaire
I.2.10): il existe une isotopie canonique de g a` l 'identiteH . Par restriction au segment [0,1], ceci nous
fournit un chemin canonique de  a` l 'arc [0,1], ce qui termine la preuve. 
DeHmonstration du Lemme 10.5. Commenc7 ons par faire la remarque suivante: il existe un homeH o-
morphisme canonique, composeH d 'une translation et d 'une similitude, qui envoie A sur x

et B sur
h(x

). En consideH rant l 'image reH ciproque de Dessus(h) par cet homeH omorphisme on peut supposer,
juste pour la preuve du lemme, que x

"A et h(x

)"B.
Comme pour le Lemme 10.3, il su$t maintenant d 'appliquer le TheH ore`me 10.2. On pose
A"X"B ,>"Arcs	 est l 'espace des arcs du plan allant de A a` B; (h) est l 'ensemble des arcs
de A a` B dans Dessus(h); le sous-Lemme 10.6 fournit le recouvrement U et les disques d

, puis on
pose, pour tout "h

,2, h n-simplexe du nerf de U:
C"Arcs	Rempli



d
.
Le sous-lemme 10.7 montre que ces ensembles sont contractiles. Les hypothe`ses du TheH ore`me 10.2
sont veH ri"eH es, et une seH lection continue pour  donne l 'application hC 

reH clameH e par le lemme
10.5. 
Remarque. On pourrait essayer de faire cette construction en utilisant le theH ore`me de seH lection
I.3.5 (plus simple quele TheH ore`me 3.6). Pour cela, on voudrait deH "nir sur l 'espace Arcs
	
des arcs
de A a` B une structure h-convexe (voir la partie 3.3 du premier article), en posant:
Conv(

, ... ,


)"3Arcs
	
LRempli(


2

).
Pour montrer que les axiomes des structures h-convexes sont veH ri"eH s, on doit alors prouver que les
ensembles Conv(

,2,
) sont (faiblement) contractiles, ce qui est sans doute vrai. L'introduc-
tion des disques d

(sous-Lemme 10.6) permet d 'eH viter d 'avoir a` deHmontrer ce reH sultat.
C'est le moment de faire un bilan provisoire dans notre tentative de construction de trajectoires
hors de D: on a obtenu des arcs 

qui ne rencontrent pas les iteH reH s de D, mais qui ne sont pas des
arcs de translation. NeH anmoins, ces arcs vont servir de base pour faire grossir des disques
topologiques a"n d 'obtenir des disques critiques dans Dessus(h) (voir la Fig. 3); a` leur tour, ces
disques critiques nous permettront d 'utiliser le theH ore`me I.5.1 pour construire des trajectoires.
Troisie%me partie de la construction des disques critiques. On peut maintenant obtenir l 'existence
d 'un disque critique dans Dessus(h):
Proposition 10.8. Il existe une application continue
BP Homeo(),
h C f

,
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Fig. 3. Construction de l 'homeH omorphisme f

.
telle que:
(i) si on pose hI"f 

 h  f

, hI (0)"1;
(ii) le disque f

(B

(0))est inclus dans Dessus(h).
Pour des qraisons techniquesr (essentiellement: faciliter l 'utilisation imminente du TheH -
ore`me I.5.1), cet eH nonceH est un peu obscur; ce qui est inteH ressant et qui montre que le but "xeH au
deH but de cette partie est atteint, c'est que l 'image par f

du disque critique de hI en 0 est un disque
topologique critique pour h qui est inclus dans Dessus(h).
DeHmonstration. On voit l 'arc 

fourni par le Lemme 10.5 comme un plongement de [0,1]0
dans le plan, et on l 'eH tend de manie`re canonique en un homeH omorphisme du plan en utilisant le
TheH ore`me 7.3; cet homeH omorphisme est encore noteH 

. Remarquons que l 'on a h(

(0))"

(1).
Pour tout nombre positif r, on note B

([0,1]) l 'ensemble des points du plan qui sont a` une
distance infeH rieure ou eH gale a` r de l 'arc [0,1]. Cet ensemble est un disque topologique qui est
convexe. Posons alors:
r(h)"Supr  

(B

([0,1]))LDessus(h).
Comme 

([0,1]) est inclus dans Dessus(h) qui est ouvert, r(h) est strictement positif. Les
deux lemmes de semi-continuiteH 9.2 et 9.3 entram(nent que la fonction r ainsi deH "nie est continue
(voir Fig. 3).
D'autre part, en utilisant la convexiteH des deux disques B

(1/2) et B

([0,1]), il n'est pas di$cile
de construire un homeH omorphisme du plan e

deH pendant continu( ment de h, qui envoie le premier
sur le deuxie`me en preH servant l 'orientation et en "xant le segment [0,1]. Comme B

(0)L
Int(B

(1/2)), on a


(e

(B

(0)))LInt(

(B

([0,1])))LDessus(h)
et l 'homeH omorphisme f

"

 e

convient. 
10.2. Construction de trajectoires
Appliquons maintenant le TheH ore`me I.5.1, qui permet de construire canoniquement des arcs de
translation, pour obtenir une application continue:
B P Plong([0,1],),
h C 

,
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telle que pour tout h, 

est un arc de translation de 0 a` 1 pour hI . D'apre`s le compleHment au
TheH ore`me I.5.1, on peut reH clamer en plus la proprieH teH :


LJ
I
"Rempli(B

(0)
hI (B

(0))).
D'autre part, le point (ii) de la proposition preH ceH dente (10.8) entram(ne que l 'ensemble f

(B

(0)) est
dans Dessus(h); on a donc aussi h( f

(B

(0)))LDessus(h). Puisque Dessus(h) est simplement con-
nexe, il contient eH galement
Rempli( f

(B

(0))
h( f

(B

(0)))).
L'arc 

"f

(

) est alors un arc de translation pour h qui est inclus dans Dessus(h). Comme
Dessus(h) est stable par h, la trajectoire engendreH e Traj(

) est entie`rement dans cet ensemble.
On obtient de la me(me manie`re une application continue hC 

qui associe a` tout h un arc de
translation pour h dans l 'ensemble Dessous(h).
10.3. Construction de l+isotopie ( preuve de la Proposition 8.1)
Orientation. Le Lemme 9.1 sur l 'orientation des trajectoires ainsi que la deH "nition des ensembles
Dessus et Dessous (voir la partie 9.1) entram(nent que D et Traj(

) sont a` gauche de la trajectoire
Traj(

), alors que D et Traj(

) sont a` droite de Traj(

).
Prolongement canonique. On appelle K la reH union des deux droites !1 et 1; soit
alors g

le plongement de K dans  deH "ni a` partir des deux trajectoires, de la manie`re suivante:
(i) pour x3[0,1] et i3!1,1, g

(x, i)"

(x);
(ii) sur K, g

 "h  g

.
Le plongement g

conjugue 

et la restriction de h a` Traj(

)
Traj(

). On peut alors
prolonger canoniquement g

en un eH leHment de Homeo() encore noteH g

. L'existence de ce
prolongement est une conseH quence du theH ore`me de Schoen#ies a` parame`tres (TheH ore`me I.A.2): en
e!et si l 'on compacti"e le plan en lui ajoutant un point a` l 'in"ni, le fait que les trajectoires sont
propres permet de prolonger continu( ment g

en envoyant l 'in"ni sur l 'in"ni. Soit K un graphe
dont la reH alisation geH omeH trique est homeH omorphe a` K
R (c'est un bouquet de deux cercles).
A l 'aide de la remarque sur l 'orientation des trajectoires, on peut voir que l 'inclusion
K
RL
R et le plongement g

induisent sur le graphe K le me(me eH paississement,
c'est-a`-dire le me(me ordre cyclique sur les are( tes contenant le point a` l 'in"ni (voir l 'appendice I.A
pour la deH "nition des graphes eH pais). On peut maintenant appliquer le TheH ore`me I.A.2.
On obtient ainsi une application continue hC g

deB dans Homeo(). De plus, pour tout h,
le conjugueH h["g

 h  g

est eH gal a` la translation  sur K.
L'isotopie. Cette dernie`re proprieH teH va nous permettre de conclure en utilisant une variante de
l 'isotopie d 'Alexander (Fig. 4). On rappelle que pour u3, 

est la translation de vecteur u. Pour
h3B et t3[1,#R], deH "nissons h[  :
(i) sur [!1,1], h[

"h[ ;
(ii) sur [1, t], h[

";
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Fig. 4. L'isotopie.
(iii) sur [t,#R], h[

"
	
 h[  
	
;
et de me(me:
(iv) sur [!t,!1], h[

";
(v) sur [!R,!t], h[

"
	
 h[  
	
.
Le fait que h[" sur l 'ensemble !1
1 entram(ne que h[

est bien un homeH omor-
phisme du plan; il n'a pas de point "xe, et il est facile de voir qu'il est encore conjugueH
a` translation (pour cela, il su$t de veH ri"er que pour tout compactK, les iteH reH s de K par h[

tendent
vers l 'in"ni: voir par exemple [29, Proposition 8]). De plus, h[

"h["g

 h  g

, et h[

est
dans B

.
Posons alors, pour t3[1,#R], h

"g

 h[

 g

. Ceci nous donne une isotopie canonique de
h

"h a` h

, et g

 h

 g

"h[

est dans B

. La preuve de la Proposition 8.1 est termineH e.
11. Questions sur la topologie de B
Question 1. L+espace B est-il un ANR?
C'est eH videmment la question a` reH soudre, puisqu'une reH ponse a$rmative indiquerait que B est
homeH omorphe a` l

(voir la partie 6). En utilisant le fait que B est un ANR et une
caracteH risation due a` Kozlowski (voir [6]), on peut se ramener au proble`me suivant:
Question 2. Peut-on approcher les home&omorphismes de Brouwer par des conjugue& s a% translation,
dans le sens suivant: pour tout '0, il existe une application continue :BPB telle que pour tout h,
d(h,(h))( (ou% d est par exemple la distance de&xnie dans la partie I.2.2)?
F. Le Roux / Topology 40 (2001) 1089}1121 1119
On sait que B est dense dans B; malheureusement, la construction pour un homeH omorphisme
de Brouwer h donneH d 'un conjugueH a` la translation proche utilise la theH orie de Slaminka (voir [2]),
et il semble tre`s peH rilleux de chercher a` rendre cette meH thode continue par rapport a` h.
Voici une question intermeH diaire qui param( t inteH ressante:
Question 3. L+espace B est-il homoge%ne?
Autrement dit, peut-on trouver pour chaque couple (h

, h

) d 'eH leHments de B un homeH omor-
phisme de B dans lui-me(me qui envoie h

sur h

? Cette question ne semble pas simple, parce que
les deux seules fac7 ons que l 'on connaisse de fabriquer un homeH omorphisme de B sont la
conjugaison par un eH leHment de Homeo() d 'une part, et les modi"cations libres (voir [35])
d 'autre part. Notamment, nous ne connaissons pas d 'homeH omorphisme de B qui ne preH serve pas
l 'ensemble des conjugueH s a` la translation!
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